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一种基于稀疏约束的稳健波束形成方法
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　　摘　要：　通过分析最优自适应波束形成权矢量的子空间组成，发现最优权仅位于低维的干扰加信号子空间中．
一般系统所要抑制的干扰数目远小于系统自由度，因此一旦估计出干扰空间和信号导向矢量，只需求解一个低维的组

合矢量即可求得自适应权矢量，同时也极大地降低了计算复杂度．本文首先构造一个完备的干扰加信号子空间（ＩＰ
ＳＳ），然后对组合矢量进行稀疏约束，找到一组列数最小的信号加干扰子空间来构造自适应权．仿真实验验证了所提
算法的有效性和稳健性．
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１　引言
　　波束形成（ＢｅａｍＦｏｒｍｉｎｇ，ＢＦ）一直以来都是阵列信
号处理的热点问题之一，被广泛应用于雷达、声纳、语音

麦克风阵列［１，２，４］、无线通信［３］等领域．波束形成的基本
思想［４，５］是使信号方向增益保持恒定的同时对来自其

他方位的强干扰进行自适应抑制．传统的波束形成针
对的是期望信号导向矢量准确已知且对应的协方差矩

阵不存在估计误差．而实际中，导向矢量不匹配、样本较
少导致估计的协方差矩阵不准确、接收数据包含较强

的期望信号［１，６，７］等都会对波束形成的性能产生影响．
针对这一问题，学者们提出了针对不匹配情况下的稳

健波束形成方法，使得在存在各种不匹配时，算法性能

不会严重下降．稳健波束形成在实际应用中发挥着重
要的作用，目前已经成为学者们的研究热点．

对角加载技术（ＤｉａｇｏｎａｌＬｏａｄｉｎｇ，ＤＬ）是一种公认
的行之有效的稳健波束形成方法，对阵列流形不匹配

和小样本环境都具有很好的稳健效果，但是当接收信

号中存在期望信号时，会产生信号对消现象，导致算法

性能严重下降．另一方面，关于如何选取的最优的加载
量目前尚没有统一的定论．文献［８］提出了一种基于最
差环境下的稳健ＢＦ方法，该方法假设阵列流形误差属
于一个球形不确定集，并对目标导向矢量加以约束，并

采用最小方差无畸变准则（ＭｉｎｉｍｕｍＶａｒｉａｎｃｅＤｉｓｔｏｒｔｉｏｎ
ｌｅｓｓＲｅｓｐｏｎｓｅ，ＭＶＤＲ）加以推导，将非凸问题转化为二
阶凸优化（ＳｅｃｏｎｄＯｒｄｅｒＣｏｎｅＰｒｏｇｒａｍ，ＳＯＣＰ）问题加以
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求解．已经证明该算法本质上属于 ＤＬ类方法，其加载
量由误差上界确定．文献［９］将球形不确定集推广到椭
球不确定集，并且提出一种直接求解对角加载量的方

法，避免了求解 ＳＯＣＰ问题．文献［１０］提出一种采用 ｌ１
范数近似的方法来计算加载量．子空间方法是另外一
类稳健ＢＦ方法，对多种不匹配情况均有稳健作用．

针对目标导向矢量不匹配导致的波束形成性能损

失问题，学者们提出了许多对应的稳健方法，文献［１１］
提出一种约束目标方位角度一定范围内的方向的增益

大于１的稳健波束形成并同时抑制干扰．文献［１２］介
绍了几种通过对主瓣内多个角度进行线性约束达到展

宽波束的稳健波束形成，这类方法被称为线性约束最

小方差（ＬｉｎｅａｒｌｙＣｏｎｓｔｒａｉｎｅｄＭｉｎｉｍｕｍＶａｒｉａｎｃｅ，ＬＣＭＶ）．
通过对最优自适应权的构成空间进行分析，我们发现

最优权可以通过一个低维的信号加干扰空间进行构

造．基于最优权的这一特点，本文提出一种基于稀疏约
束的稳健自适应波束形成方法．首先，构造一个完备的
信号加干扰空间（ＩＰＳＳ），利用权空间的稀疏特性对组
合矢量进行约束，从而达到自适应选择完备 ＩＰＳＳ中的
最小的一组ＩＰＳＳ来构造自适应权．

２　最优权矢量的空间构成
　　假设有一Ｎ元均匀线阵，存在Ｐ个远场窄带干扰．
其接收数据可以表示为

ｘ（ｋ）＝ａ０（ｋ）ｓ（θｓ）＋∑
Ｐ

ｉ＝１
ａｉ（ｋ）ｓ（θｉ）＋ｎ（ｋ），

　　　　　　　　　　　　　　ｋ＝１，２，…，Ｌ

（１）

其中ａ０（ｋ），ａｉ（ｋ）；ｉ＝１，２…Ｐ分别表示信号和干扰在ｋ
时刻的复幅度，且互不相关；ｓ（θ）表示 θ角度的阵列导
向矢量；θｓ和θｉ分别表示目标和干扰方位角；ｎ（ｋ）为接
收噪声，Ｌ表示接收样本个数．在最小方差无畸变准则
下，自适应权矢量可以写作（不考虑常系数因子）

ｗｏｐｔ＝Ｒ
－１
Ｉ＋ｎｓ（θｓ） （２）

其中ＲＩ＋ｎ为Ｎ×Ｎ的干扰加噪声协方差矩阵，ｓ（θｓ）为
Ｎ×１的目标信号导向矢量（下文中简化为ｓ）．一般干扰
加噪声协方差矩阵由两部分组成

ＲＩ＋ｎ＝ＲＩ＋Ｒｎ （３）
其中，分别为干扰协方差矩阵和噪声协方差矩阵，在高

斯白噪声情况下Ｒｎ＝σｎＩ（为单位矩阵），不失一般性，
我们假设σｎ＝１．一般情况下，干扰个数小于阵元个数，
即Ｐ＜Ｎ，那么 ｒａｎｋ（ＲＩ）＝Ｐ＜Ｎ．对 ＲＩ进行特征值分
解，得到

ＲＩ＝ＵＩΛＩＵ
Ｈ
Ｉ

其中ΛＩ为Ｐ×Ｐ的对角矩阵，其对角元素为 ＲＩ的特征
值，ＵＩ是由非零特征值对应的特征向量组成的Ｎ×Ｐ的
矩阵．将式（３）代入式（２），并利用矩阵求逆引理［１３］，可

以得到

　　ｗｏｐｔ＝Ｒ
－１
ｎ ｓ－Ｒ

－１
ｎ ＵＩ（Ｕ

Ｈ
ＩＲ

－１
ｎ ＵＩ＋Λ

－１
Ｉ ）

－１ＵＨＩＲ
－１
ｎ ｓ

　　　　＝ｓ－ＵＩ（Ｉ＋Λ
－１
Ｉ ）

－１ＵＨＩｓ
　　　　＝［ｓ，ＵＩ］ｃ （４）
其中ｃ为（Ｐ＋１）×１组合矢量

ｃ＝ １， －（Ｉ＋Λ－１Ｉ ）
－１ＵＨＩ( )ｓ[ ]Ｔ Ｔ

式（４）表明最优自适应权完全位于 Ｐ＋１的期望信号导
向矢量加干扰子空间中．

３　构造完备的干扰加信号子空间
　　由式（４）可知当噪声为高斯白噪声时，最优权矢量
仅由信号导向矢量加干扰空间组成．本节对信号导向
矢量和干扰空间分别进行估计．由于干扰数目未知，为
了保证权矢量空间的完整性，估计所得的干扰加信号

空间必须是完备的．期望信号导向矢量失配是导致传
统波束形成性能下降的主要原因之一，因此首先需要

对准确的目标导向矢量进行估计．关于信号导向矢量
的估计，学者们提出了许多稳健估计方法［７，１４，１５］．本文
我们采用文献［７］提出的一种信号导向矢量稳健估计
方法．
３．１　估计信号导向矢量

对于传统波束形成方法，当阵列流形精确已知时，

目标信号导向矢量是可以直接获得的．但是实际中由
于阵列流形误差、来波方向不匹配、信号源的局部散射、

阵列校准误差、近场效应等，都会导致信号导向矢量的

不匹配．根据文献［１５］，信号导向矢量估计问题可以转
化为一个优化问题，即

ｍｉｎ
Ａ
ＴｒＲ^－１( )Ａ，

ｓ．ｔ．Ｔｒ( )Ａ ＝Ｎ；Ｔｒ珟( )ＣＡ≤Δ０；Ａ０
（５）

其中，^Ｒ为估计的协方差矩阵，^Ｒ＝１／ＬＸＸ( )Ｈ ，Ｘ＝［ｘ１，

ｘ２，…，ｘＬ］为数据矩阵，Ａ为导向矢量矩阵，珟Ｃ∫珟Θｓ（θ）
ｓＨ（θ）ｄ（θ），Δ０ｍａｘΘ ｓ（θ）

珟ＣｓＨ（θ），其中 Θ为目标可能

的角度区域，珟Θ为其对应的剩余角度区域．通过求解半
正定规划问题（５）得到 Ａ，对 Ａ进行特征值分解，其最
大特征对应的特征向量即为估计的信号导向矢量 ｓ^，关
于信号导向矢量估计的具体内容见文献［１５］．
３．２　干扰加信号子空间

众所周知，对协方差矩阵进行ＥＶＤ分解，其前Ｐ个
大特征值对应的特征向量即为干扰子空间．当训练样
本中存在期望信号时，由于实际中信源数目是未知，因

此我们选取其前Ｋ（Ｋ≥Ｐ）个大特征对应的特征向量来
估计一个完备的干扰加信号子空间．实际中协方差矩
阵未知，一般采用 Ｒ^进行近似．对 Ｒ^进行特征分解

Ｒ^＝ＵΛＵＨ （６）

７７２２
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其中，Λ ＝ｄｉａｇ（σ１，σ２，…，σＮ）为对角矩阵，σ１，σ２，
…，σＮ为对应的特征值；Ｕ为单位酉矩阵，且其列向量
为 Ｒ^的特征向量，与Λ中的特征值相对应．根据式（６），
可以构造一个完备的干扰加信号子空间，即 Ｅ＝Ｕ（：，
１：Ｋ）．应当注意Ｅ中包含了信号成分，但是当接收数据
中的信号能量较小时，Ｅ中的信号分量也就比较弱，且
不准确．因此为了保证信号空间的完备性，我们可以将
上节估计的信号导向矢量混入 Ｅ中，构造新的更加完
备的信号加干扰子空间

珚Ｅ＝［Ｅ，^ｓ］ （７）
之所以将估计的 ｓ^用来构造 珚Ｅ∈ＣＣ Ｋ＋( )１ ×Ｎ，是为了避免

当接收数据中不含有期望信号或者期望信号较弱时 Ｅ
不够完备．

应当注意到对协方差矩阵进行ＥＶＤ分解构造干扰
空间的一种方法，对其进行 ＳＶＤ分解也同样可以实现．
另一方面为了避免对协方差矩阵进行估计，实际中还

可以直接对数据矩阵 Ｘ进行 ＳＶＤ分解也可以获得与
ＥＶＤ分解同样的干扰子空间，即

Ｘ＝Ｕ珚ΛＶＨ （８）
其中，珚Λ＝［Λ１／２０］∈ＣＣＮ×Ｌ，０为Ｎ×（Ｌ－Ｎ）的全零矩阵，
Ｖ为Ｌ×Ｌ的酉矩阵．由式（８）可见，直接对数据矩阵 Ｘ
进行ＳＶＤ分解也可以估计出干扰子空间．

４　基于稀疏表示的波束形成方法
　　由式（４）可知自适应权仅位于干扰加信号子空间
中，因此可以完备的ＩＰＳＳ珚Ｅ来构造自适应权，即

ｗ＝珚Ｅβ （９）
根据最小方差无畸变准则（ＭＶＤＲ）可以得到

ｍｉｎ
β
ｗＨＲｗ，

ｓ．ｔ．
ｗ＝珚Ｅβ
ｗＨｓ^＝{ １

（１０）

由于完备的ＩＰＳＳ珚Ｅ中除了干扰加信号空间外，还包
含一部分噪声，这会导致求解 β容易受到噪声的影响．
由式（４）可知，最优的波束权矢量位于 ＩＰＳＳ中，那么为
了避免珚Ｅ中的噪声成分用于构造ｗ，需要对组合矢量 β
进行约束．所加约束应使得噪声空间对 ｗ的影响较小，
即对应于噪声空间的 β向量中的值为零，信号空间对
应的β向量中的值为非零．假设干扰数目远小于阵元
数目，根据稀疏表示理论，可对 β的稀疏性进行约束，
可使β中的大部分元素为零．应当注意到，单独的稀疏
约束并不能使 珚Ｅ中仅 ＩＰＳＳ用于构造 ｗ，还需要结合代
价函数 ｍｉｎｗＨＲｗ，才能使得 β向量中对应于噪声空间
的值为零．一般稀疏约束采用的是 ｌ０范数约束，但是由
于ｌ０范数是非凸的，直接求解是一个 ＮＰｈａｒｄ问题．许
多学者已经指出，在一定条件下ｌ０和 ｌ１高概率等价．因
此式（１０）可以改进为

ｍｉｎ
β
珚Ｅ( )βＨＲ 珚Ｅ( )β ＋λβ１，

　　　　　ｓ．ｔ．珚Ｅ( )βＨｓ^＝１
（１１）

其中 β１表示向量β的ｌ１范数，即 β１＝∑
Ｋ＋１

ｊ＝１
βｊ，βｊ

表示向量β中的第 ｊ个元素．λ为 β１的权值（正则化

参数），λ越大，对β的稀疏性要求也就越强，反之亦然．
由于ｌ１范数是凸的，因此式（１１）存在唯一的最优解，可
以采用凸优化包［１６］进行求解．

５　计算量分析
　　本文算法的主要计算量来自三个方面：（１）估计协
方差矩阵并对其进行ＥＶＤ或ＳＶＤ分解，取其前 Ｋ个大
特征对应的特征向量来近似表示干扰空间；（２）估计期
望信号导向矢量；（３）求解式（１１）．首先估计协方差矩
阵的计算量约为１／２Ｎ（Ｎ＋１）Ｌ（考虑协方差矩阵的共
轭对称特性），估计前Ｋ个大特征对应的特征向量所需
要的计算量为Ο（Ｎ２Ｋ），其次利用式（５）估计期望信号
导向矢量的计算量为Ο（Ｎ４．５），求解式（１１）优化问题的
计算量大约为Ο （Ｋ＋１）( )３ ．因此本文算法的计算量为
１／２Ｎ（Ｎ＋１）Ｌ＋Ο Ｋ＋( )１( )３ ＋Ο（Ｎ２Ｋ）＋ο（Ｎ４．５）．

６　实验
　　假设一均匀线阵，阵元个数为Ｎ＝１６，阵元间距为
雷达工作波长的一半．真实的期望信号和三个干扰的
来波方向分别为２°和 －１０°，１０°，３０°，而假设的期望
信号来波方向为０°，且三个干扰的干噪比为３０ｄＢ．为
了验证所提算法的有效性，我们将其与对角加载采样

协方差求逆方法（ＬＳＭＩ）、特征空间投影法、文献［８］
所提的 Ｗｏｒｓｔｃａｓｅ波束形成方法进行比较．其中 ＬＳＭＩ
的方法［１７］的加载量取协方差矩阵最小特征值的 １０
倍，特征空间法所需要的干扰数目是准确已知的，

Ｗｏｒｓｔｃａｓｅ波束形成所需要的误差界为 ４（导向矢量
ｓＨｓ＝Ｎ）．

实验１
本实验主要讨论平衡因子（正则化参数）λ以及假

设的干扰数目 Ｋ对本文算法的影响．图 １所示输出
ＳＩＮＲ随参数λ的变化曲线，其中信噪比ＳＮＲ＝１０ｄＢ，所
用样本数目为Ｌ＝１００．由图可以看出，本文算法对参数
λ具有很好的稳健，λ在很宽的范围内，所提算法的性
能都接近最优解．

图２所示为所提算法随所选择的特征向量数目 Ｋ
的变化曲线，其中ＳＮＲ＝１０ｄＢ，样本数 Ｌ＝１００．当 Ｋ＜３
算法性能严重下降，当 Ｋ≥３时，算法性能接近最优值，
可以看出所选择的特征向量数目必须大于等于干扰数

目，否则算法失效，也从另一个方面验证了所提算法对

于ＩＰＳＳ空间完备性的要求．

８７２２
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实验２
本实验主要对所提算法的稳健特性进行仿真验

证，并与几种稳健ＢＦ进行比较．图３所示为当导向矢量
精确已知时，输出 ＳＩＮＲ与输入 ＳＮＲ变化曲线，其中样
本数目Ｌ＝５０．由图可以看出即使期望信号导向矢量精
确已知，由于训练样本中含有期望信号，传统的 ＬＳＭＩ
和ＷｏｒｓｔｃａｓｅＢＦ由于信号对消性能而导致性能下降．
而本文算法不论在高信噪比还是低信噪比，算法性能

都优于传统算法．
图４画出了几种算法性能随样本变化曲线，输入

ＳＮＲ＝－１０ｄＢ，其它参数与图３保持一致．由图可以看
出所提算法与其它算法的收敛速度相当，收敛速度大

约为干扰数目的２倍．
图５所示为当目标导向矢量存在指向误差时，输出

ＳＩＮＲ随输入ＳＮＲ变化曲线，假定的目标方位为２°，真
实的目标方位为０°．在低信噪比时，特征空间法性能较
差，而对角加载、ＷｏｒｓｔｃａｓｅＢＦ和所提算法在低信噪比
时，性能相当，所提方法略优于其他两种算法．在高信噪
比时，对角加载和ＷｏｒｓｔｃａｓｅＢＦ方法性能严重下降，本
文算法略优于特征空间法．图６所示为不同算法的波束
方向图，其参数与图５一致，其中ＳＮＲ＝１５ｄＢ．由图可以
看出所提算法波束指向准确，且旁瓣较低，而传统的

ＬＳＭＩ方法主瓣角度出现了严重的偏差．
图７所示为期望信号存在局部相关散射情况时的

输出ＳＩＮＲ随输入ＳＮＲ变化曲线．此时由于受到局部相
关散射的影响，期望信号的导向矢量变为

珋ｓ＝ｓ（θｓ）＋∑
４

ｉ＝１
ｅｊφｉｓ（θｉ） （１２）

其中ｓ（θｓ）为直达方位的导向矢量；ｓ（θｉ）表示相关散射
路径的导向矢量；θｉ和φｉ分别为第ｉ路相关散射的入射
角度和相位，且彼此之间相互独立；θｉ和 φｉ分别服从
Ｎ（θｓ，１°）和Ｕ（０，２π），Ｎ（μ，σ

２）表示均值为 μ，方差为
σ２的正态分布，Ｕ（０，２π）表示［０，２π］之间的均匀分
布．下述实验中，每一次独立实验中的θｉ和φｉ选择都不
相同．由图７可以看出，在存在局部相关干扰时，所提算
法依然优于其他的算法，且对局部相关信号导致的导

向矢量不匹配稳健．

９７２２
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图８所示为受到波前畸变而导致的信号导向矢量
失配时，本文算法同其它算法的比较．假设每个阵元对
期望信号的波前相位畸变是相互独立的［８］，每次独立
实验的取值都不相同，但是单次实验中其值保持不变，

一般采用高斯随机生成器来产生，其方差为００１．图８
表明本文算法对波前畸变导致的导向矢量不匹配具有

很好的稳健性，优于传统算法．

７　结论
　　本文通过构造一个低维的完备的干扰加信号子空
间，采用构造的完备ＩＰＳＳ空间来线性表示自适应权．首

先对信号导向矢量进行稳健估计，其次通过对协方差

矩阵进行ＥＶＤ或者对数据矩阵进行 ＳＶＤ来估计干扰
加信号空间．由于干扰个数未知，为了保证ＩＰＳＳ的完备
性，构造所得ＩＰＳＳ的维数一般大于等于干扰个数．理论
上，最优自适应权仅位于ＩＰＳＳ空间中，为了避免自适应
权受到构造的完备 ＩＰＳＳ中非干扰加信号部分的影响，
本文通过对组合系数进行稀疏约束，自适应的达到从

完备ＩＰＳＳ中筛选出维度最小的一组 ＩＰＳＳ来表示自适
应权，进而达到稳健波束形成的目的．仿真实验表明了
所提算法的有效性和稳健性．
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